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摘要 本文提出了对数位势Cahn-Hilliard方程基于有限差分的BDF3数值格式. 在空间方向, 本文同

时引入了二阶和四阶两种离散方法, 并证明了数值解的存在唯一性和保正性. 通过引入一个新的正则

项Aτ3∆hD3ϕ
n+1, 本文证明了格式的无条件能量稳定性. 利用离散正交卷积核(DOC) 和粗估细估的

思想, 本文证明了离散L∞(0, T ;H−1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω))的误差估计, 利用这个估计得到数值解在线

性CFL条件c1h 6 τ 6 c2h下的严格分离性,并最终得到了离散L∞(0, T ;L2(Ω))∩L2(0, T ;H2(Ω))的误

差估计. 最后, 本文通过几个数值例子来验证格式的有效性.
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1 引言

Cahn和Hilliard在1958年基于统计热力学理论首次提出了扩散界面模型,假定交界面有一个O(ε)厚

度的薄层,使得材料的分布能够连续光滑的过渡,从而能够刻画一些非平衡态下的相变过程 [6,7]. CH模

型等相场模型常用来研究物质相变的重要方法，它在囊泡动力学 [8, 30, 31], 凝固力学 [5] 等问题中有

着重要的应用. 当给定一个有界区域Ω, CH相场模型可以表示成如下的关于序参数ϕ的能量密度泛函:

E
(
ϕ(x, t)

)
=

∫
Ω

ε2

2
|∇ϕ|2 + F (ϕ)dx, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω, (1.1)

其中F是一个带有双阱结构的奇异势能函数, 也被称为Flory-Huggins位势:

F (ϕ) = (1 + ϕ) ln(1 + ϕ) + (1− ϕ) ln(1− ϕ)− α

2
ϕ2. (1.2)

其中α > 2. 对数位势的方程最早在 [6]被提出, 之后也出现在了Flory-Huggins的聚合物的溶液理论

中 [26].

能量(1.1)在H−1意义下的梯度流对应了如下的Cahn-Hilliard方程:

ϕt = Lµ, 这里L = ∆, (1.3)
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µ :=
δE

δϕ
= −ε2∆ϕ+ f(ϕ), (1.4)

其中f(ϕ) = F ′(ϕ) = ln(1 + ϕ) − ln(1 − ϕ) − αϕ. 梯度流方程有一类重要的能量下降性质, 即在特定的

边界条件下(例如, 齐次的Neumann条件或者周期边界条件), 有下面的等式成立:

d

dt
E(ϕ) = −

∫
Ω

|∇µ|2dx 6 0. (1.5)

当L = −I时, 方程(1.3)-(1.4)对应能量(1.1)的L2 梯度流, 也被称为Allen-Cahn (AC)方程. Allen-Cahn

方程是用来研究二元合金中粗化过程的模型 [4],而Cahn-Hilliard方程则是用来研究二嵌段共聚物分离

过程中的相变和演化的模型 [6]. 这两种方程在相场动力学的研究之中都有着重要的应用, 因此, 近年

来学界对于这类方程的理论研究和数值求解都有着高度的关注. AC方程保留着线性抛物方程的极值

原理, 近年来对这个问题展开了深入的研究, 读者可以参考Du等的重要工作 [32, 33]. 本篇文章关注的

主要问题则是CH方程的数值格式的构造与分析. 与AC方程不同，CH方程不满足极值原理, 而具有质

量守恒性质: d
dt

∫
Ω
ϕdx = 0, 也就是ϕ在区域Ω上的平均值为常数。

另一方面,奇异位势的形式(1.2)给方程的分析带来了许多困难.由于对数函数ln(1+ϕ)和ln(1−ϕ)的
出现, 方程的解ϕ需要严格地介于-1和1之间, 这也被称为解的保正性. 然而, 在ϕ靠近±1 时, f(ϕ)会趋

向于±∞, 这样的奇性也给这类方程的研究带来了很大困难. 为了克服这一个难题, 学者们也通过引入

近似多项式来克服这个问题 [24, 67]:

F (ϕ) =
1

4

(
ϕ2 − 1

)2
, f(ϕ) = ϕ3 − ϕ, (1.6)

有关的适定性分析可以参考 [1, 24,34,37,38,44], 也可以参考 [22,67]中对全局解长时间行为的分析.

特别地,当空间的维数小于等于2时,解会存在一个严格分离性,即若初值ϕ0和±1之间有一个严格

的正距离,则存在一个一致的不依赖于时间的δ ∈ (0, 1),使得对任意的t ∈ [0, T ],都满足∥ϕ(t)∥∞ 6 1−δ.
这个结论对于适定性分析中得到高阶光滑性是尤其重要的. 这些性质的分析可以参考 [37,38,57].

对于这类梯度流形式的无条件能量下降的方程, 在近年来已经有许多的工作, 利用不同的数值

方法来处理这类问题, 例如凸分裂方法 [39, 64, 66], 半隐稳定化方法 [35, 64, 68], 指数时间(ETD)方

法 [32, 42, 43], 以及最近由Yang等提出的IEQ方法 [69, 71, 72]和Shen等提出的基于IEQ改进的SAV方法

[61–63].

基于以上的性质, 自然地从数值离散的角度出发, 我们会考虑能否构造一个数值格式, 使得它能

很好地继承连续情形下的性质, 同时又能通过数值求解反应物理学或者生物学中的一些现象. 事实上,

关于多项式位势的数值研究,近年来已经有很多的工作,例如,对于Cahn-Hilliard方程的数值设计和分

析 [17,19,43,49,70,72], 对于流相耦合系统的数值格式设计 [9, 14,25,40,46,47,56,65], 对于三相流的数

值格式分析 [16], 以及对于泛函型Cahn-Hilliard方程的数值格式分析 [36, 41, 58, 75]. 这里, 我们不再展

开一一赘述.

对数位势的数值格式研究,最早是在Copetti和Elliott的工作中 [23]提到. 他们在这篇文章中给出了

一个全隐的数值格式分析,并提出了数值解需要满足保正性这一问题.不过,这个格式下,只有当时间满

足τ 6 4ε2

α2时,解的存在性才得以证明. 这是对能量当中的凹项进行了隐式处理造成的. 2019年, Chen等

利用凹凸分离的技巧, 首次提出了对数位势Cahn-Hilliard方程的无条件能量稳定的BDF1 和BDF2 格

式 [15]. 利用凸泛函在有界闭区域内存在极小值的性质, 文章克服了解的存在性需要依赖步长的条件,

并给出了解的离散L∞(0, T ;H−1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω))收敛性证明. 在此基础上, Yuan 等又完成了基

2



中国科学 : 数学 评审中稿件

于质量集中有限元方法的BDF2 数值格式分析 [74], 而Chen等则引入了一个非线性的修正项来给出了

一个改进的Crank-Nicolson格式 [10], 并将误差分析改进到了离散L∞(0, T ;L2(Ω)), 但仍然不是最优的.

之后, Liu等则基于Liao和Zhang 提出的离散正交卷积核(DOC) 技巧 [52], 给出了变步长的BDF2数值

格式的最优的离散L∞(0, T ;L2(Ω)) 误差分析 [55]. 另一方面, Cheng等则基于优化中KKT 条件的思想,

提出了用拉格朗日乘子来约束解的数值方法 [20,21]. 这种方法便于植入已有的程序, 也可以推广到高

阶的格式, 不过难以保留方程的能量下降性. 该方法也不仅仅适用于奇异位势的CH方程, 对一类带有

约束的方程都是适用的.

关于奇异位势的工作也不仅仅停留在CH方程中, 许多其他的问题也引入了奇异位势的讨论和分

析. 例如, 带有Flory-Huggins-deGennes位势的三相流CH方程的分析 [27–29, 73], Poisson-Nernst-Planck

方程的分析 [54,59],对流扩散方程的分析 [53],液膜液滴模型的分析 [76],流相耦合系统的分析 [11],以

及FCH方程的分析 [12] 等.

然而, 对于奇异位势的Cahn-Hilliard方程的时间高阶数值格式的构造及分析一直是一个难点. 部

分文章对于多项式位势的方程讨论了高阶格式的构造, 包括基于谱方法的BDF3格式的分析 [19], 基

于DOC-核的变步长BDF3-5 格式的分析 [49], 基于代数显隐Runge-Kutta格式的分析 [45]. 尽管这些文

章中有关于格式能量稳定和收敛性的分析, 但在对数位势情形下, 对数的奇性会给高阶格式的收敛性

带来很大的困难. 本文则是首次提出了基于对数位势的Cahn-Hilliard方程的BDF3有限差分的数值格

式(2.46). 为了匹配高阶的时间格式, 除了标准的二阶空间差分以外, 本文还引入了高阶的四阶精度的

空间差分网格, 并通过凸泛函在有界闭区域中存在唯一极小值的方法, 证明了两种网格下的解的存在

性和保正性. 通过引入一个新的高阶修正项Aτ3∆hD3ϕ
n+1, 文章证明了当稳定化系数A > 27α4

32 ε−2 时,

格式在两种空间网格下的无条件能量稳定性. 利用离散正交卷积核(DOC) 的技巧, 文章首先给出了误

差的离散L∞(0, T ;H−1(Ω))∩L2(0, T ;H1(Ω))估计,通过这个估计得到误差的离散L∞(0, T ;L2(Ω))粗估

计和解的严格分离性, 并最终得到误差的离散L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω))估计. 最后, 我们通过

几个数值例子来验证数值格式的收敛阶, 以及通过粗化过程来反映格式的能量下降和严格分离性.

文章的主要结构如下: 在第二节我们介绍一些预备知识, 包括二阶和四阶的有限差分网格, 以

及DOC-核的定义及其一些性质. 在第三节我们给出解的保正性和存在唯一性的证明. 在第四节我们

给出格式的无条件能量稳定性的证明. 收敛性的分析则在第五节给出.第六节我们展示一些数值例子,

包括精度测试和相分离演化. 最后, 我们对本文进行了总结.

2 预备知识

2.1 离散周期函数空间

在本节中, 我们给出三维情形下的空间网格的定义, 二维的情形是类似的. 给定周期边界条件和

区域Ω = (0, 1)3, 定义∆x = ∆y = ∆z = h = 1
N , 其中N 在本文中表示空间网格的划分个数. 首先我们

定义与网格有关的函数: pi = p(i) = (i− 1
2 )h, 接着对h > 0, 我们定义如下对两个与pi相关的网格点的

集合:

G :=
{
pi+ 1

2
| i > 0

}
, M := {pi | i > 1} . (2.1)

考虑下面的由N3个点构成的N3周期函数空间:

Mper = {v : M×M×M → R | vi,j,k = vi+αN,j+βN,k+γN , ∀i, j, k, α, β, γ ∈ Z} , (2.2)

3
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Kx
per =

{
v : G×M×M → R | vi+ 1

2 ,j,k
= vi+ 1

2+αN,j+βN,k+γN , ∀i, j, k, α, β, γ ∈ Z
}
, (2.3)

其中vi,j,k = v(pi, pj , pk). 空间Ky
per和Kz

per可以类似的定义. 下面我们定义均值为0 的周期函数空间:

M̊per =

v ∈ Mper | v :=
h3

|Ω|

m∑
i,j,k=1

vi,j,k = 0

 . (2.4)

最后, 向量函数空间定义为
−→
Kper = Kx

per ×Ky
per ×Kz

per.

2.2 二阶精度离散空间网格

下面我们定义上述空间上的二阶精度的差分和均值算子:

Dx,(2)vi+ 1
2 ,j,k

=
1

h
(vi+1,j,k − vi,j,k) , Axvi+ 1

2 ,j,k
=

1

2
(vi+1,j,k + vi,j,k) , (2.5)

Dy,(2)vi,j+ 1
2 ,k

=
1

h
(vi,j+1,k − vi,j,k) , Ayvi,j+ 1

2 ,k
=

1

2
(vi,j+1,k + vi,j,k) , (2.6)

Dz,(2)vi,j,k+ 1
2
=

1

h
(vi,j,k+1 − vi,j,k) , Azvi,j,k+ 1

2
=

1

2
(vi,j,k+1 + vi,j,k) , (2.7)

其中Dx,(2), Ax : Mper → Kx
per, Dy,(2), Ay : Mper → Ky

per, Dz,(2), Az : Mper → Kz
per. 类似地,

dxvi,j,k =
1

h
(vi+ 1

2 ,j,k
− vi− 1

2 ,j,k
), axvi,j,k =

1

2
(vi+ 1

2 ,j,k
+ vi− 1

2 ,j,k
), (2.8)

dyvi,j,k =
1

h
(vi,j+ 1

2 ,k
− vi,j− 1

2 ,k
), ayvi,j,k =

1

2
(vi,j+ 1

2 ,k
+ vi,j− 1

2 ,k
), (2.9)

dzvi,j,k =
1

h
(vi,j,k+ 1

2
− vi,j,k− 1

2
), azvi,j,k =

1

2
(vi,j,k+ 1

2
+ vi,j,k− 1

2
), (2.10)

其中dx, ax : Kx
per → Mper, dy, ay : Ky

per → Mper, dz, az : Kz
per → Mper. 离散梯度算子∇h,(2) : Mper →

−→
Kper 定义为∇h,(2)v =

(
Dx,(2)v,Dy,(2)v,Dz,(2)v

)
, 而离散散度∇h,(2)· :

−→
Kper → Mper 定义为(

∇h,(2) · f⃗
)
i,j,k

= dxf
x
i,j,k + dyf

y
i,j,k + dzf

z
i,j,k, (2.11)

其中f⃗ = (fx, fy, fz) ∈ K⃗per. 则标准的三维离散拉普拉斯算子∆h,(2) : Mper → Mper定义为:

∆h,(2)vi,j,k : = ∇h,(2) · (∇h,(2)v)i,j,k

= dx(Dx,(2)v)i,j,k + dy(Dy,(2)v)i,j,k + dz,(2)(Dzv)i,j,k

=
1

h2
(vi+1,j,k + vi−1,j,k + vi,j+1,k + vi,j−1,k + vi,j,k+1 + vi,j,k−1 − 6vi,j,k). (2.12)

下面我们定义格点内积:

⟨v, u⟩Ω = h3
N∑

i,j,k=1

vi,j,kui,j,k, v, u ∈ Mper, [v, u]x = ⟨ax(vu), 1⟩Ω , v, u ∈ Kx
per, (2.13)

[v, u]y = ⟨ay(vu), 1⟩Ω , v, u ∈ Ky
per, [v, u]z = ⟨az(vu), 1⟩Ω , v, u ∈ Kz

per, (2.14)[
f⃗1, f⃗2

]
Ω
= [fx1 , f

x
2 ]x + [fy1 , f

y
2 ]y + [fz1 , f

z
2 ]z , f⃗i =

(
f⃗xs , f⃗

y
s , f⃗zs

)
∈ K⃗per, s = 1, 2. (2.15)

4
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定义中心格点函数的范数: 对于1 6 p <∞,当v ∈ Mper 时, ∥v∥pp := ⟨|v|p, 1⟩Ω, ∥v∥∞ := max
16i,j,k6N

|vi,j,k|.

定义离散梯度范数∥∥∇h,(2)v
∥∥2
2
:=
[
∇h,(2)v,∇h,(2)v

]
Ω

=
[
Dx,(2)v,Dx,(2)v

]
x
+
[
Dy,(2)v,Dy,(2)v

]
y
+
[
Dz,(2)v,Dz,(2)v

]
z
. (2.16)

下面可以定义v在H1
h和H

2
h空间上的范数:

∥v∥2H1
h
:= ∥v∥22 +

∥∥∇h,(2)v
∥∥2
2
, ∥v∥2H2

h
:= ∥v∥2H1

h
+
∥∥∆h,(2)v

∥∥2
2
. (2.17)

根据 [15]的引理 2.1, 对于任意u, v ∈ Mper 和任意f⃗ ∈
−→
Kper 我们有如下性质:⟨

u,∇h,(2) · f⃗
⟩
Ω
= −

[
∇h,(2)u, f⃗

]
Ω
,

⟨
u,∇h,(2) ·

(
∇h,(2)v

)⟩
Ω
= −

[
∇h,(2)u,∇h,(2)v

]
. (2.18)

定义Lh,(2)(φ) := −∇h,(2) ·
(
∇h,(2)φ

)
. 对任意ϕ ∈ Mper, 存在唯一φ ∈ M̊per满足

Lh,(2)(φ) = ϕ− ϕ̄, (2.19)

其中ϕ̄ = |Ω|−1 ⟨ϕ, 1⟩Ω. 对于任意ϕ1, ϕ2 ∈ M̊per, 定义

⟨ϕ1, ϕ2⟩L−1
h,(2)

:=
[
∇h,(2)φ1,∇h,(2)φ2

]
Ω
, (2.20)

其中φs ∈ M̊per是下面方程的唯一解

−∇h,(2) · (∇h,(2)φs) = ϕs, s = 1, 2. (2.21)

由(2.18), 下面的等式成立:

⟨ϕ1, ϕ2⟩L−1
h,(2)

=
⟨
L−1
h,(2)ϕ1, ϕ2

⟩
Ω
=
⟨
ϕ1,L−1

h,(2)ϕ2

⟩
Ω
, (2.22)

特别地, 记∥φ∥2−1,(2),h := ⟨φ,φ⟩L−1
h,(2)

. 对于如上的定义, 我们还有如下的估计:

引理2.1. [ [15], Lemma 3.1] 设φ1, φ2 ∈ Mper, 且φ1 − φ2 ∈ M̊per. 若∥φ1∥∞ < 1, ∥φ2∥∞ 6M , 则有如

下的估计成立 ∥∥∥L−1
h,(2) (φ1 − φ2)

∥∥∥
∞

6 Ĉ
(2)
0 , (2.23)

其中Ĉ(2)
0 是仅依赖于M和Ω的常数, 而不依赖于h的常数.

2.3 四阶精度离散空间网格

参考 [18]中的定义, 我们给出下面四阶精度的空间差分算子:

Dx,(4)vi,j,k =
1

12h
(−vi+2,j,k + 8vi+1,j,k − 8vi−1,j,k + vi−2,j,k), (2.24)

Dy,(4)vi,j,k =
1

12h
(−vi,j+2,k + 8vi,j+1,k − 8vi,j−1,k + vi,j−2,k), (2.25)

Dz,(4)vi,j,k =
1

12h
(−vi,j,k+2 + 8vi,j,k+1 − 8vi,j,k−1 + vi,j,k−2), (2.26)

5



李雨桓等: 含对数位势的Cahn-Hilliard方程的三阶保正保能量稳定数值格式

其中Dx,(4), Dy,(4), Dz,(4) : Mper → Mper. 四阶精度的三维拉普拉斯算子定义为∆h,(4) := D2
x,(4) +

D2
y,(4) +D2

z,(4), 其中:

D2
x,(4)vi,j,k =

−vi−2,j,k + 16vi−1,j,k − 30vi,j,k + 16vi+1,j,k − vi+2,j,k

12h2
, (2.27)

D2
y,(4)vi,j,k =

−vi,j−2,k + 16vi,j−1,k − 30vi,j,k + 16vi,j+1,k − vi,j+2,k

12h2
, (2.28)

D2
z,(4)vi,j,k =

−vi,j,k−2 + 16vi,j,k−1 − 30vi,j,k + 16vi,j,k+1 − vi,j,k+2

12h2
. (2.29)

对于ϕ1, ϕ2 ∈ M̊per, 有下面的关系:

−
⟨
ϕ1,∆h,(4)ϕ2

⟩
Ω
= −

⟨
∆h,(4)ϕ1, ϕ2

⟩
Ω
=
⟨
∇h,(2)ϕ1,∇h,(2)ϕ2

⟩
Ω
+
h2

12

⟨
∆h,(2)ϕ1,∆h,(2)ϕ2

⟩
Ω
. (2.30)

我们定义四阶精度的梯度范数为:

∥∥∇h,(4)f
∥∥2
2
:=
∥∥∇h,(2)f

∥∥2
2
+
h2

12

∥∥∆h,(2)f
∥∥2
2
. (2.31)

因此, 在上述定义下, 有:

−
⟨
f,∆h,(4)f

⟩
Ω
=
∥∥∇h,(4)f

∥∥2
2
. (2.32)

对任意ϕ ∈ Mper, 存在唯一φ ∈ M̊per满足

Lh,(4)(φ) := −∆h,(4)φ = ϕ− ϕ̄, (2.33)

其中ϕ̄ = |Ω|−1 ⟨ϕ, 1⟩Ω. 对于任意ϕ1, ϕ2 ∈ M̊per, 定义⟨ϕ1, ϕ2⟩L−1
h,(4)

:=
⟨
∆h,(4)ϕ1,∆h,(4)ϕ2

⟩
L−1

h,(4)

, 则有

⟨ϕ1, ϕ2⟩L−1
h,(4)

=
⟨
∆h,(4)ϕ1,−ϕ2

⟩
Ω
=
⟨
∇h,(2)ϕ1,∇h,(2)ϕ2

⟩
Ω
+
h2

12

⟨
∆h,(2)ϕ1,∆h,(2)ϕ2

⟩
Ω
, (2.34)

其中φs ∈ M̊per是下面方程的唯一解

−∆h,(4)φs = ϕs, s = 1, 2, (2.35)

类似二阶格式(2.22), 对四阶有:

⟨ϕ1, ϕ2⟩L−1
h,(4)

=
⟨
L−1
h,(4)ϕ1, ϕ2

⟩
Ω
=
⟨
ϕ1,L−1

h,(4)ϕ2

⟩
Ω
, (2.36)

特别地, 记∥φ∥2−1,(4),h := ⟨φ,φ⟩L−1
h,(4)

. 类似 [15]中引理 3.1 的证明, 我们同样可以得到下面的引理:

引理2.2. 设φ1, φ2 ∈ Mper, 且φ1 − φ2 ∈ M̊per. 若∥φ1∥∞ < 1, ∥φ2∥∞ 6M , 则有如下的估计成立∥∥∥L−1
h,(4) (φ1 − φ2)

∥∥∥
∞

6 Ĉ
(4)
0 , (2.37)

其中Ĉ(4)
0 是仅依赖于M和Ω的常数, 而不依赖于h的常数.
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2.4 离散正交卷积核方法(DOC)

对于离散时间序列{vn}Nn=0, 定义▽τv
n = vn − vn−1和∂τvn = ▽τv

n/τ . 我们使用 [50] 中的记号,

用BDF-k格式来表示Dkv
n:

Dkv
n =

1

τ

n∑
j=1

b
(k)
n−j▽τv

j , ∀n > k. (2.38)

这里我们采用BDF-三阶格式, b
(3)
0 = 11

6 , b
(3)
1 = −7

6 , b
(3)
2 = 1

3 , 对于所有j > 4, 有b(3)j = 0. 后面为了叙述

简单起见, b
(3)
j 简记为bj . 根据 [51], 离散BDF核bj 对应的DOC-核θj 定义为:

θ0 =
1

b0
, θn−j = − 1

b0

n∑
ℓ=j+1

θn−ℓbℓ−j , ∀j = n− 1, n− 2, · · · , 4, 3, (2.39)

根据定义, bj和θj满足:

n∑
ℓ=j

θn−ℓbℓ−j = δnj , ∀ 3 6 j 6 n, (2.40)

其中δnj是Kronecker函数, 当n = j时为1, 其余为0. 由 [50], 将DOC-核θj应用到BDF-3格式上, 得到:

ℓ∑
n=3

θℓ−nD3ϕ
j =

1

τ
ϕ
(ℓ)
I + ∂τϕ

n, (2.41)

其中ϕ(ℓ)I 表示数值解在时间tn 时前两项的影响:

ϕ
(ℓ)
I =

2∑
k=1

▽τϕ
k

ℓ∑
j=3

θℓ−jbj−k, ∀ℓ > 3. (2.42)

定义矩阵B和Θ:

B =



b0

b1 b0

b2 b1 b0
. . .

. . .
. . .

b2 b1 b0


(n−2)×(n−2)

, Θ =



θ0

θ1 θ0

θ2 θ1 θ0
...

...
...

. . .

θn−3 θn−4 θn−5 · · · θ0


(n−2)×(n−2)

, (2.43)

以及B3 := B + BT , Θ3 := Θ + ΘT . 参考 [49]中的引理 3.7, [50]中的引理 3.2, 引理 3.4和引理 3.5, 以

及 [51]中的引理 2.1, 我们有下面关于DOC-核的引理.

引理2.3. B正定当且仅当离散正交卷积核Θ正定. 若设矩阵Θ3的最大、最小特征值分别为λmax(Θ3),

λmin(Θ3), 则存在常数m1, m2 > 0, 使得λmin(Θ3) > m1, λmax(Θ3) 6 m2. 并且对于θj(j > 0), 有如下

的估计:

|θj | 6
5

6

(
3

7

)j

. (2.44)

引理2.4. 对任意实序列{vℓ}nℓ=0和{ωℓ}nℓ=0, 存在一个只与m1, m2有关的常数C̃1, 对任意η > 0, 有

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

θℓ−j

⟨
vj , ωℓ

⟩
6 η

n∑
ℓ=3

∥∥vk∥∥2 + C̃1

η

n∑
ℓ=3

∥ωℓ∥2. (2.45)
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2.5 Cahn-Hilliard 方程的全离散BDF3数值格式

对于n > 2, 给定ϕn, ϕn−1, ϕn−2 ∈ Mper, 且ϕ̄n = ϕ̄n−1 = ϕ̄n−2, 求ϕn+1使得:

11
6 ϕ

n+1 − 3ϕn + 3
2ϕ

n−1 − 1
3ϕ

n−2

τ
= ∆h,(p)µ

n+1, p = 2, 4, (2.46)

µn+1 = ln(1 + ϕn+1)− ln(1− ϕn+1)− αϕ̌n+1 − ε2∆h,(p)ϕ
n+1 −Aτ3∆h,(p)D3ϕ

n+1, (2.47)

其中ϕ̌n+1 = 3ϕn − 3ϕn−1 + ϕn−2. 若数值解ϕn+1存在, 则显然ϕn+1 ∈ Mper.

注2.1. (2.46)-(2.47)并没有给出ϕ1, ϕ2的计算方式. 这里, 我们指出, ϕ1, ϕ2可以用一些单步的三阶精度

的质量守恒格式来计算.

3 解的保正性和存在唯一性证明

首先给出本节的主要定理.

定理3.1. 给定ϕn, ϕn−1, ϕn−2 ∈ Mper, 且存在M > 0, 使得∥∥ϕk∥∥∞ 6M, 对 k = n, n− 1, n− 2. (3.1)

并且满足|ϕ̄n| = |ϕ̄n−1| = |ϕ̄n−2| < 1,则方程(2.46)-(2.47)存在唯一解ϕn+1 ∈ Mper,且ϕn+1−ϕ̄n ∈ M̊per,∥∥ϕn+1
∥∥
∞ < 1.

证明. 对(2.46)两边同时和1做离散内积, 即可以得到ϕn+1的质量守恒性. 我们着重证明解ϕn+1 的保正

性和存在唯一性. 我们将定理 3.1的证明分成下面几个步骤.

步骤1 定义离散能量函数

T n(ϕ) :=
3

11τ

∥∥∥∥116 ϕ− 3ϕn +
3

2
ϕn−1 − 1

3
ϕn−2

∥∥∥∥2
−1,(p),h

+ ⟨1 + ϕ, ln(1 + ϕ)⟩Ω + ⟨1− ϕ, ln(1− ϕ)⟩Ω +
ε2

2
∥∇h,(p)ϕ∥22

− α
⟨
ϕ, 3ϕn − 3ϕn−1 + ϕn−2

⟩
Ω
+

3Aτ4

11

∥∥∇h,(p)D3ϕ
∥∥2
2
. (3.2)

引入

Ah := {ϕ ∈ Mper | ∥ϕ∥∞ 6 1,
⟨
ϕ− ϕ̄0, 1

⟩
= 0} ⊂ RN3

. (3.3)

因此, 求离散系统(2.46)-(2.47)的数值解等价于求离散能量函数(3.2)在Ah上的最小值. 显然, T n在

上述给定区域上是一个严格凸的函数. 为了表达方便, 且因为ϕn的质量守恒性质, 我们引入一个积分

为0 的新变量φ = ϕ− ϕ̄0, 并将T n改写为下面的等价形式:

Fn(φ) : = T n(φ+ ϕ̄0)

=
3

11τ

∥∥∥∥116 (φ+ ϕ̄0)− 3ϕn+1 +
3

2
ϕn−1 − 1

3
ϕn−2

∥∥∥∥2
−1,(p),h

+
ε2

2

∥∥∇h,(p)φ
∥∥2
2

+
⟨
1 + φ+ ϕ̄0, ln(1 + φ+ ϕ̄0)

⟩
Ω
+
⟨
1− φ− ϕ̄0, ln(1− φ− ϕ̄0)

⟩
Ω

8
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− α
⟨
φ+ ϕ̄0, 3ϕ

n − 3ϕn−1 + ϕn−2
⟩
Ω
+

3Aτ4

11

∥∥∇h,(p)D3φ
∥∥2
2
. (3.4)

Fn是定义在

Åh :=
{
φ ∈ M̊per | −1− ϕ̄0 6 φ 6 1− ϕ̄0

}
⊂ RN3

(3.5)

上的函数. 很显然当φ ∈ Åh是Fn的最小值时, ϕ := φ+ ϕ̄0 ∈ Ah是T n的最小值.

步骤2 证明Fn在Åh最小值的存在性.

对于δ ∈ (0, 12 ), 考虑下面的闭区间:

Åh,δ := {φ ∈ M̊per | δ − 1− ϕ̄0 6 φ 6 1− δ − ϕ̄0} ⊂ RN3

. (3.6)

因为Åh,δ是M̊per的一个有界闭的凸子集, 则Fn在Åh,δ 上一定存在一个最小值.

步骤3 下面我们证明,当δ足够小的时候,最小值点不可能在Åh,δ 的边界上取到,即最小值点ψ ∈
Åh,δ 不满足∥ψ + ϕ̄0∥∞ = 1− δ.

采用反证法, 假设Fn的最小值点在Åh,δ 边界取到, 此时记最小值点为φ∗, 则此时至少存在一个格

点, 不妨设为−→α0 = (i0, j0, k0), 满足|φ∗−→α0
+ ϕ̄0| = 1 − δ. 首先我们假设φ∗−→α0

+ ϕ̄0 = δ − 1, 使得φ∗在−→α0 处

有全局最小值. 假设φ∗ 在格点−→α1 = (i1, j1, k1) 处达到最大值. 因为φ∗ ∈ Åh,δ, 所以φ̄∗ = 0. 显然有:

ϕ̄0 6 φ∗−→α1
+ ϕ̄0 6 1− δ. (3.7)

因为Fn在Åh,δ上光滑, 对所有ψ ∈ M̊per, 计算Fn沿着ψ的方向导数:

dsFn(φ∗ + sψ)|s=0 =
1

τ

⟨
(−∆h,(p))

−1(
11

6
(φ∗ + ϕ̄0)− 3ϕn +

3

2
ϕn−1 − 1

3
ϕn−2), ψ

⟩
Ω

+
⟨
ln(1 + φ∗ + ϕ̄0)− ln(1− φ∗ − ϕ̄0), ψ

⟩
Ω

−
⟨
α(3ϕn − 3ϕn−1 + ϕn−2), ψ

⟩
Ω
−
⟨
ε2∆h,(p)φ

∗, ψ
⟩
Ω

−
⟨
Aτ2∆h,(p)

(
11

6
φ∗ − 3ϕn +

3

2
ϕn−1 − 1

3
ϕn−2, ψ

)⟩
. (3.8)

选取方向ψ ∈ M̊per满足ψi,j,k = δi,i0δj,j0δk,k0 − δi,i1δj,j1δk,k1 , 则方向导数(3.8)可以表示为

1

h3
dsFn (φ∗ + sψ) |s=0 := G(φ∗)−→α0

− G(φ∗)−→α1
, (3.9)

G(φ∗)−→α :=
1

τ

(
−∆h,(p)

)−1
(
11

6
(φ∗ + ϕ̄0)− 3ϕn +

3

2
ϕn−1 − 1

3
ϕn−2

)
−→α

+ ln
(
1 + φ∗−→α0

+ ϕ̄0

)
− ln

(
1− φ∗−→α0

− ϕ̄0

)
− (ε2 +

11

6
Aτ2)∆h,(p)φ

∗−→α

−Aτ2∆h,(p)

(
−3ϕn +

3

2
ϕn−1 − 1

3
ϕn−2

)
−→α
. (3.10)

为了简化表示, 我们令ϕ∗ = φ∗ + ϕ̄0. 因为ϕ∗−→α0
= −1 + δ 且ϕ∗−→α1

> ϕ̄0, 我们可以得到不等式

ln
(
1 + ϕ∗−→α0

)
− ln

(
1− ϕ∗−→α0

)
− ln

(
1 + ϕ∗−→α1

)
+ ln

(
1− ϕ∗−→α1

)
6 ln

δ

2− δ
− ln

1 + ϕ̄0
1− ϕ̄0

, (3.11)

−1 + δ = ϕ∗−→α0
6 ϕ∗i,j,k 6 ϕ∗−→α1

, ∀(i, j, k). (3.12)

9
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由最值点的性质可得

∆h,(2)ϕ
∗−→α0

> 0, ∆h,(2)ϕ
∗−→α1

6 0, (3.13)

∆h,(4)ϕ
∗−→α0

> − 4

h2
, ∆h,(4)ϕ

∗−→α1
6 4

h2
, (3.14)

记 ˇ̌ϕn+1 := 3ϕn − 3
2ϕ

n−1 + 1
3ϕ

n−2. 根据先验假设(3.1), 有

−∆h,(p)
ˇ̌ϕn+1
−→α0

> −232M

3h2
, −∆h,(p)

ˇ̌ϕn+1
−→α1

6 232M

3h2
, (3.15)

−14M 6 ϕ̌n+1
−→α0

− ϕ̌n+1
−→α1

6 14M,
∥∥∥ ˇ̌ϕn+1

∥∥∥
∞

6 29

6
M. (3.16)

根据引理 2.1, 引理 2.2可得:

−Ĉ(p)
0 6

(
−∆h,(p)

)−1
(
11

6
ϕ∗ − ˇ̌ϕn+1

)
−→α0

−
(
−∆h,(p)

)−1
(
11

6
ϕ∗ − ˇ̌ϕn+1

)
−→α1

6 Ĉ
(p)
0 . (3.17)

其中，Ĉ(p)
0 为引理 2.1 和引理 2.2 中的上界. 因此, 结合(3.11)-(3.17), (3.9)有:

1

h3
dsFn(φ∗ + sψ)|s=0 6 ln

δ

2− δ
− ln

1 + ϕ̄0
1− ϕ̄0

+ 14Mα+ Ĉ
(p)
0 τ−1 +

48ε2 + 48Aτ2 + 464MAτ2

3h2
. (3.18)

对于固定的τ , Ĉ1 = 14Mα + Ĉ
(p)
0 τ−1 + 48ε2+48Aτ2+464MAτ2

3h2 是常数. 所以当τ 给定, 我们可以取足够小

的δ ∈ (0, 12 ), 使其满足

ln
δ

2− δ
− ln

1 + ϕ̄0
1− ϕ̄0

+ Ĉ1 6 0. (3.19)

因此, 当δ满足(3.19), 有

1

h3
dsFn(φ∗ + sψ)|s=0 < 0. (3.20)

方向导数在Åh,δ内部为负, 这显然与Fn 在φ∗处取到最小值矛盾.

同理,类似上面的证明,我们可以证明当δ足够小时, Fn的最小值点不可能在Åh,δ 的边界点φ∗处取

到, 其中φ∗ 满足φ∗ + ϕ̄0 = 1− δ.

综上, Fn的全局最小只能够在Åh,δ的内部取到, 也就是有:

φ ∈ (Åh,δ)
◦ ⊂ (Åh)

◦. (3.21)

因此, 存在一个δ0 ∈ (0, 12 ), 使得任意δ ∈ (0, δ0] 时, Fn在Åh,δ 的最小值存在, 且最小值点ϕ∗ ∈
Åh,δ是Åh,δ 的内点.

步骤4 参考 [12], 令φ∗是Fn在Åh,δ0 上的最小值点, 其中δ0 是上一步给定的参数. 下面我们证

明ϕ∗一定是Fn在Åh 上的唯一最小值点. 换言之, ϕ∗ = φ∗ + ϕ̄0 是T n在Ah上的唯一最小值点.

首先, 因为Fn是严格凸函数, 所以对任意δ ∈ (0, δ0], 当φ∗ 是Fn在Åh,δ上的最小值点时, 则φ∗是唯

一的. 因为T n 也是严格凸函数, 这等价于ϕ∗ = φ∗ + ϕ̄0是T n在Ah,δ 上的唯一最小值点.

接下来, 任意δ ∈ (0, δ0], 我们用φδ表示Fn在Åh,δ 上的唯一最小值点. 因为Åh,δ0 ⊂ Åh,δ, 所以

有Fn(φδ) 6 Fn(φ∗). 下面我们考虑两种情况.

10



中国科学 : 数学 评审中稿件

情况1 对于所有δ ∈ (0, δ0],满足Fn(φδ) = Fn(φ∗). 此时, φ∗是Fn在Åh,δ上的最小值点,由于φ∗的

唯一性, 我们有φδ = φ∗, 对于任意δ ∈ (0, δ0]. 因此φ∗是Fn在Åh 上的最小值点.

情况2 ∃δ̃ ∈ (0, δ0], 使得Fn在Åh,δ̃ 上的最小值点, 记做φ∗∗, 使得Fn(φ∗∗) < Fn(φ∗). 此时, 根据

步骤3, 因为φ∗∗ 不可能在边界取到, 所以我们能找到一个常数δ∗∗ > δ̃, 使得∥φ∗∗ + ϕ̄0∥∞ = 1− δ∗∗. 另

外,因为Fn(φ∗∗) < Fn(φ∗),我们有δ∗∗ < δ0. 下面我们用φq表示Fn在Åh,δ∗∗上的最小值点. 由步骤3可

知∥φq + ϕ̄0∥∞ < 1− δ∗∗, 因此表明φq ̸= φ∗∗. 一方面, 因为φ∗∗ ∈ Åh,δ∗∗ , 则Fn(φq) 6 Fn(φ∗∗). 另一方

面, 因为Åh,δ∗∗ ⊂ Åh,δ̃, 所以Fn(φ∗∗) 6 Fn(φq). 因此Fn(φ∗∗) = Fn(φq), 所以φq 也是Fn在Åh,δ̃上的最

小值点. 由于Åh,δ̃ 最小值点的唯一性, φq = φ∗∗, 这引出矛盾. 所以情况2不存在. 因此, 唯一性证毕.

综上, 定理 3.1证毕.

4 能量稳定性证明

离散能量定义为:

Eh(ϕ) = ⟨1 + ϕ, ln(1 + ϕ)⟩Ω + ⟨1− ϕ, ln(1− ϕ)⟩Ω − α

2
∥ϕ∥22 +

ε2

2

∥∥∇h,(p)ϕ
∥∥2
2
. (4.1)

对于能量稳定性我们有如下定理:

定理4.1. 当A > 27α4

32 ε−2且n > 2, (2.46)-(2.47) 的数值解满足:

Ěh

(
ϕn+1, ϕn, ϕn−1

)
6 Ěh

(
ϕn, ϕn−1, ϕn−2

)
, (4.2)

对于∀n > 2, 有

Ěh(ϕ
n+1, ϕn, ϕn−1) =Eh(ϕ

n+1) +
3

4τ

∥∥ϕn+1 − ϕn
∥∥2
−1,(p),h

+
1

6τ

∥∥ϕn − ϕn−1
∥∥2
−1,(p),h

+
3Aτ2

4

∥∥∇h,(p)(ϕ
n+1 − ϕn)

∥∥2
2
+
Aτ2

6

∥∥∇h,(p)(ϕ
n − ϕn−1)

∥∥2
2

+
α

2

∥∥ϕn+1 − ϕn
∥∥2
2
+
α

2

∥∥ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1
∥∥2
2
. (4.3)

证明. 为简便起见,在下面的能量稳定性证明中,我们省略掉∇h,(p), ∆h,(p), ∥·∥−1,(p), h中的(p),统一记

为∇h, ∆h, ∥·∥−1,h. 为了证明能量稳定性, 我们取(2.46) 和(−∆h)
−1

(ϕn+1 − ϕn) 的离散内积. 对于时

间离散项, 有如下的估计:⟨
11

6
ϕn+1 − 3ϕn +

3

2
ϕn−1 − 1

3
ϕn−2, (−∆h)

−1
(ϕn+1 − ϕn)

⟩
Ω

=
2

3

∥∥ϕn+1 − ϕn
∥∥2
−1,h

+
7

6

⟨
ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1, ϕn+1 − ϕn

⟩
L−1

h

+
1

3

⟨
ϕn−1 − ϕn−2, ϕn+1 − ϕn

⟩
L−1

h

> 13

12

∥∥ϕn+1 − ϕn
∥∥2
−1,h

− 7

12

∥∥ϕn − ϕn−1
∥∥2
−1,h

− 1

6

∥∥ϕn−1 − ϕn−2
∥∥2
−1,h

+
7

12

∥∥ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1
∥∥2
−1,h

. (4.4)

而对于正则项Aτ3∆hD3ϕ
n+1, 类似时间项的分解和估计, 有:⟨

τ∆2
hD3ϕ

n+1, (−∆h)
−1

(ϕn+1 − ϕn)
⟩
Ω

11



李雨桓等: 含对数位势的Cahn-Hilliard方程的三阶保正保能量稳定数值格式

> 13

12
∥∇h(ϕ

n+1 − ϕn)∥22 −
7

12
∥∇h(ϕ

n − ϕn−1)∥22 −
1

6
∥∇h(ϕ

n−1 − ϕn−2)∥22

+
7

12
∥∇h(ϕ

n+1 − 2ϕn + ϕn−1)∥22

=
1

3
∥∇h(ϕ

n+1 − ϕn)∥22 +
7

12
∥∇h(ϕ

n+1 − 2ϕn + ϕn−1)∥22 +
3

4

(
∥∇h(ϕ

n+1 − ϕn)∥22 − ∥∇h(ϕ
n − ϕn−1

)
∥22)

+
1

6

(
∥∇h(ϕ

n − ϕn−1)∥22 − ∥∇h(ϕ
n−1 − ϕn−2)∥22

)
. (4.5)

对于非线性部分, 利用函数ln(1 + x)和ln(1− x)的单调性, 有:⟨
−∆h(ln(1 + ϕn+1)), (−∆h)

−1
(ϕn+1 − ϕn)

⟩
Ω
=
⟨
ln(1 + ϕn+1), ϕn+1 − ϕn

⟩
Ω

>
⟨
ln(1 + ϕn+1), 1 + ϕn+1

⟩
Ω
− ⟨ln(1 + ϕn), 1 + ϕn⟩Ω , (4.6)⟨

∆h(ln(1 + ϕn+1)), (−∆h)
−1

(ϕn+1 − ϕn)
⟩
Ω
= −

⟨
ln(1− ϕn+1), ϕn+1 − ϕn

⟩
Ω

> −
⟨
ln(1− ϕn+1), 1− ϕn+1

⟩
Ω
+ ⟨ln(1− ϕn), 1− ϕn⟩Ω . (4.7)

对于三阶外推项, 有如下的分解:

−3ϕn + 3ϕn−1 − ϕn−2 = −ϕn+1 + (ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1)− (ϕn − 2ϕn−1 + ϕn−2). (4.8)

因而: ⟨
∆h(3ϕ

n − 3ϕn−1 + ϕn−2), (−∆h)
−1

(ϕn+1 − ϕn)
⟩
Ω

=
⟨
ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1, ϕn+1 − ϕn

⟩
−
⟨
ϕn − 2ϕn−1 + ϕn−2, ϕn+1 − ϕn

⟩
−
⟨
ϕn+1, ϕn+1 − ϕn

⟩
> −1

2

(
∥ϕn+1∥22 − ∥ϕn∥22 + ∥ϕn+1 − ϕn∥22

)
+

1

2

(
∥ϕn+1 − ϕn∥22 − ∥ϕn − ϕn−1∥22

+ ∥ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1∥22
)
− 1

2
∥ϕn+1 − ϕn∥22 −

1

2
∥ϕn − 2ϕn−1 + ϕn−2∥22

= −1

2

(∥∥ϕn+1
∥∥2
2
− ∥ϕn∥22 + ∥ϕn+1 − ϕn∥22 + ∥ϕn − ϕn−1∥22

)
+

1

2

(
∥ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1∥22 − ∥ϕn − 2ϕn−1 + ϕn−2∥22

)
. (4.9)

结合估计(4.4)-(4.9), 我们有下面的不等式:

0 > Eh(ϕ
n+1)− Eh(ϕ

n) +
ε2

2

(
∥ϕn+1 − 2ϕn + ϕn−1∥22 − ∥ϕn − 2ϕn−1 + ϕn−2∥22

)
+

1

τ

(
3

4
∥ϕn+1 − ϕn∥2−1,h − 7

12
∥ϕn − ϕn−1∥2−1,h − 1

6
∥ϕn−1 − ϕn−2∥2−1,h

)
− α

2

(
∥ϕn+1 − ϕn∥22 + ∥ϕn − ϕn−1∥22

)
+

(
ε2

2
+
Aτ2

3

)
∥∇h

(
ϕn+1 − ϕn

)
∥22

+
1

3τ
∥ϕn+1 − ϕn∥2−1,h +

3Aτ2

4

(
∥∇h(ϕ

n+1 − ϕn
)
∥22 − ∥∇h(ϕ

n − ϕn−1)∥22)

+
Aτ2

6

(
∥∇h(ϕ

n − ϕn−1)∥22 − ∥∇h(ϕ
n−1 − ϕn−2)∥22

)
. (4.10)

当A满足A > 27α4

32 ε−2时, 有 ε2

2 + Aτ2

3 > 2
√

9α4

64 τ = 3α2

4 τ . 因此我们得到:(
ε2

2
+
Aτ2

3

)
∥∇h(ϕ

n+1 − ϕn)∥22 −
α

2
∥ϕn+1 − ϕn∥22 +

1

3τ
∥ϕn+1 − ϕn∥2−1,h

12
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> 3α2

4
τ∥∇h(ϕ

n+1 − ϕn)∥22 +
1

3τ
∥ϕn+1 − ϕn∥2−1,h − α

2
∥ϕn+1 − ϕn∥22

> α

2
∥ϕn+1 − ϕn∥22. (4.11)

定理证毕.

推论4.1. 当A > 27α4

32 ε−2且n > 2时, (2.46)-(2.47)的数值解满足:

∥∇h,(p)ϕ
n+1∥2 6 Ĉ3, (4.12)

其中Ĉ3是只依赖于ε, α, |Ω|, ϕ0, ϕ1和ϕ2 的常数.

5 收敛性证明

在本节,我们主要给出空间二阶格式的定理证明. 四阶格式的收敛性的定理证明与二阶格式类似,

我们不再重复过程, 只在定理5.4 中给出结论. 在下面的记号中, ∇h, ∆h等符号均表示二阶空间差分对

应的算子.

设Φ是方程(1.3)-(1.4) 的解. 我们假设真解Φ具有足够的光滑性:

Φ(x, t) ∈ H4(0, T ;H7(Ω)), (5.1)

并且, 假设真解Φ和±1有严格分离性: 即存在δ > 0, 使得

∥Φ∥∞ 6 1− 4δ. (5.2)

参考 [15]中的内容, 定义ΦN := PNΦ表示精确解Φ 在空间上的Fourier 投影. 对上述Fourier投影, 当Φ ∈
L∞(0, T ;Hℓ(Ω))时, 有估计:

∥ΦN − Φ∥L∞(0,T ;Hk) 6 Chℓ−k ∥Φ∥L∞(0,T ;Hℓ) , ∀ 0 6 k 6 ℓ. (5.3)

由(5.3), 我们可以得到当h足够小时, Fourier投影满足

∥ΦN∥∞ 6 1− 2δ. (5.4)

接着定义空间Fourier投影ΦN在网格点上的值Φn
h := PhΦN (·, nτ)(后续为简单起见, 记Φn

h为Φn). 对于

这样的Fourier投影, 质量守恒性质是仍然成立的:

Φ̄n =
1

Ω

∫
Ω

Φ(·, nτ)dx =
1

Ω

∫
Ω

Φ(·, (n− 1)τ)dx = Φ̄n−1, ∀n > 1. (5.5)

另一方面, (2.46)-(2.47)给出的数值解也是质量守恒的, 因而我们有如下的等式:

⟨ϕn, 1⟩Ω = · · · =
⟨
ϕ1, 1

⟩
Ω
=

∫
Ω

ΦN (·, 0)dx =

∫
Ω

Φ(·, 0)dx = · · · =
∫
Ω

Φ(·, nτ)dx. (5.6)

定义误差en := Φn − ϕn. 由以上的质量守恒性质, ⟨en, 1⟩Ω = 0, 因此, ∥en∥−1,(2),h是良定义的. 我们将

定理的证明主要分为下面三个小节来说明.

13
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5.1 误差粗估

本小节的主要定理如下:

定理5.1. 给定初值Φ0 ∈ H7(Ω), 假设方程(1.3)-(1.4) 的解满足Φ ∈ H4(0, T ;H7(Ω)), 对于任意正整数n,

使得tn ∈ T , 当时间步长τ足够小时，误差有下面的收敛性估计:

∥en∥−1,(2),h +

(
ε2τ

n∑
ℓ=3

∥∇he
ℓ∥22

) 1
2

6 C(τ3 + h2), (5.7)

其中C > 0是与τ, h和N无关的常数.

证明. 将Φn+1, Φn, Φn−1, Φn−2代入方程(2.46), 我们有下面的误差估计:

11
6 Φn+1 − 3Φn + 3

2Φ
n−1 − 1

3Φ
n−2

τ
= ∆h

(
ln
(
1 + Φn+1

)
− ln

(
1− Φn+1

)
− α

(
3Φn − 3Φn−1 +Φn−2

)
− ε2∆hΦ

n+1 −Aτ3∆hD3Φ
n+1
)
+Rn+1, (5.8)

其中∥Rn+1∥−1,h 6 C(τ3 + h2). 由于ϕn是数值格式(2.46)的解, 将(5.8)减去(2.46)得到:

11
6 e

n+1 − 3en + 3
2e

n−1 − 1
3e

n−2

τ

=∆h

(
ln
(
1 + Φn+1

)
− ln

(
1 + ϕn+1

)
− (ln

(
1− Φn+1

)
+ ln

(
1− ϕn+1

)
− α

(
3en − 3en−1

h + en−2
)
− ε2∆he

n+1 −Aτ3∆hD3e
n+1
)
+Rn+1, ∀n > 2. (5.9)

为后续证明清晰，将等式(5.9)中en, Φn, ϕn中的上标n全部由正整数j − 1, j > 3 代替. 运用(2.41),

∀ℓ > j, 等式(5.9)两边同乘τθℓ−j可得:

θℓ−j

(
11

6
ej − 3ej−1 +

3

2
ej−2 − 1

3
ej−3

)
=τθℓ−j

(
∆h

(
ln
(
1 + Φj

)
− ln

(
1 + ϕj

)
−
(
ln
(
1− Φj

)
− ln

(
1− ϕj

))
− α

(
3ej−1 − 3ej−2 + ej−3

)
− ε2∆he

j −Aτ3∆hD3e
j
))

+ τθℓ−jR
j , (5.10)

并将j从3到ℓ求和, 沿用等式(2.41)中的记号, 可以得到:

τ∂τe
ℓ + e

(ℓ)
I = τ

ℓ∑
j=3

θℓ−j

(
J j +Rj

)
, (5.11)

其中,

J j =∆h

(
ln
(
1 + Φj

)
− ln

(
1 + ϕj

)
−
(
ln
(
1− Φj

)
− ln

(
1− ϕj

))
− α

(
3ej−1 − 3ej−2 + ej−3

)
− ε2∆he

j −Aτ3∆hD3e
j
)
. (5.12)

将等式(5.10)和2 (−∆h)
−1
eℓ做离散内积:

2
⟨
▽τe

ℓ, (−∆h)
−1
eℓ
⟩
Ω
+ 2

⟨
e
(ℓ)
I , (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω
= 2τ

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j

(
J j +Rj

)
, (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω
, (5.13)

14
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两边同时对ℓ从3到n求和,

2

n∑
ℓ=3

⟨
eℓ − eℓ−1, (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω
= −2

n∑
ℓ=3

⟨
e
(ℓ)
I , (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω

+ 2τ
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−jJ j , (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω
+ 2τ

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−jR

j , (−∆h)
−1
eℓ
⟩
Ω
, (5.14)

对左边使用极化恒等式:

2
n∑

ℓ=3

⟨
eℓ − eℓ−1, (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω
> ∥en∥2−1,(2),h −

∥∥e2∥∥2−1,(2),h
. (5.15)

为了后续分析指代方便，我们用I1, I2, I3, I4, I5 来表示
∑n

ℓ=3

∑ℓ
j=3

⟨
θℓ−jJ j , (−∆h)

−1
eℓ
⟩
中的各项:

2τ

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−jJ j , (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω
= 2τ(I1 + I2 + I3 + I4 + I5), (5.16)

其中,

I1 =

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆h(ln(1 + Φj)− ln(1 + ϕj)), (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω
, (5.17)

I2 = −
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆h(ln(1− Φj)− ln(1− ϕj)), (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω
, (5.18)

I3 = −α
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆h

(
3ej−1 − 3ej−2 + ej−3

)
, (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω
, (5.19)

I4 = −ε2
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆

2
he

j , (−∆h)
−1
eℓ
⟩
Ω
, (5.20)

I5 = −Aτ3
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆

2
hD3e

j , (−∆h)
−1
eℓ
⟩
Ω
. (5.21)

对于I1, 由于函数f(ϕ) = ln(1 + ϕ)在(−1, 1)上导数f
′
(ϕ) = 1

1+ϕ > 0, 由拉格朗日中值定理，存在ξ ∈
(−1, 1):

I1 = −
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j

(
1

1 + ξ

(
Φj − ϕj

))
, eℓ
⟩

Ω

. (5.22)

由 [51]中的定理 3.1的证明, 当β = β(x) 6 0时, DOC-核θj 有不等式
∑n

ℓ=3

∑ℓ
j=3 θℓ−j

⟨
βvj , vℓ

⟩
Ω
6 0. 因

此

I1 =
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j

(
− 1

1 + ξ
ej
)
, eℓ
⟩

Ω

6 0. (5.23)

同理, 对于I2, 函数f(ϕ) = ln(1 − ϕ) 在(−1, 1)上导数f
′
(ϕ) = − 1

1−ϕ 6 0, 由拉格朗日中值定理，存

在ξ1 ∈ (−1, 1)因此:

I2 = −
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j

(
1

1− ξ1

(
Φj

h − ϕj
))

, eℓ
⟩

Ω

=

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j

−1

1− ξ1
ej , eℓ

⟩
Ω

6 0. (5.24)

15
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对于I3, 我们有:

I3 6α
(
η0

n∑
ℓ=3

∥∥3eℓ−1 − 3eℓ−2 + eℓ−3
∥∥2
−1,(2),h

+
C̃1

η0

n∑
ℓ=3

∥∥∇he
ℓ
∥∥2 )

6α
(
49η0

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ−1
∥∥2
−1,(2),h

+
C̃1

η0

n∑
ℓ=3

∥∥∇he
ℓ
∥∥2

+ 49η0

(
3
∥∥e2∥∥2−1,(2),h

+ 2
∥∥e1∥∥2−1,(2),h

+
∥∥e0∥∥2−1,(2),h

))
. (5.25)

其中η0, C̃1都是常数, 上述证明中第一个不等式使用了引理 2.4. 常数C̃1是引理 2.4 中的固定常数,

而η0的数值将在接下来的证明中确定. 对于I4, 利用引理 2.3, 有:

I4 = ε2
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆he

j , eℓ
⟩
Ω
6 −ε2C1

n∑
ℓ=3

∥∇he
ℓ∥2, (5.26)

其中C1仅与矩阵Θ3的最小特征值λmin有关. 类似(5.25)的证明, 对于I5, 我们有:

I5 = −Aτ2
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∇h

(
11

6
ej − 3ej−1 +

3

2
ej−2 − 1

3
ej−3

)
,∇he

ℓ

⟩
Ω

(5.27)

6 Aτ2

(
η1

n∑
ℓ=3

∥τ∇hD3e
ℓ∥2 + C̃1

η1

n∑
ℓ=3

∥∇he
ℓ∥2
)

6 Aτ2

36η1

n∑
ℓ=3

3∑
j=0

∥∇he
ℓ−j∥2 + C̃1

η1

n∑
ℓ=3

∥∇he
ℓ∥2


6 Aτ2

((
144η1 +

C̃1

η1

)
n∑

ℓ=3

∥∇he
ℓ∥2 + 36η1

(
3∥∇he

2∥2 + 2∥∇he
1∥2 + ∥∇he

0∥2
))

, (5.28)

其中，η1是后续证明中确定的常数, 常数C̃1是引理 2.4 中的固定常数. 对于误差项e(ℓ)I , 我们有:

−2
n∑

ℓ=3

⟨
e
(ℓ)
I , (−∆h)

−1
eℓ
⟩
Ω
6
(
η2

n∑
ℓ=3

∥∥∥e(ℓ)I

∥∥∥2
−1,(2),h

+
1

η2

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2−1,(2),h

)

= η2

n∑
ℓ=3

∥∥∥∥∥∥
2∑

k=1

▽τe
k

ℓ∑
j=3

θℓ−jbj−k

∥∥∥∥∥∥
2

−1,(2),h

+
1

η2

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2−1,(2),h

6 C2η2

(∥∥▽τe
1
∥∥2
−1,(2),h

+
∥∥▽τe

2
∥∥2
−1,(2),h

)
+

1

η2

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2−1,(2),h

6 C2η2

(
2
∥∥e1∥∥2−1,(2),h

+
∥∥e2∥∥2−1,(2),h

)
+

1

η2

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2−1,(2),h
, (5.29)

其中倒数第二个不等式我们利用当j > 4时, bj = 0的性质. 由(2.40) 可得:

C2 = 2

 n∑
ℓ=3

∣∣∣∣∣∣
ℓ∑

j=3

θℓ−jbj−1

∣∣∣∣∣∣
2

+
n∑

ℓ=3

∣∣∣∣∣∣
ℓ∑

j=3

θℓ−jbj−2

∣∣∣∣∣∣
2

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= 2

(
n∑

ℓ=3

∥δℓ1 − θℓ−2b1 + θℓ−1b0∥2 +
n∑

ℓ=3

|δℓ2 − θℓ−2b0|2
)

= 2

(
n∑

ℓ=3

|−θℓ−2b1 + θℓ−1b0|2 + b20

n∑
ℓ=3

∥θℓ−2∥2
)

6 40
n∑

ℓ=2

|θℓ−1|2 6 60. (5.30)

最后一个不等式运用了引理 2.3. 对于截断误差项Rj :

2τ
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−jR

j , (−∆h)
−1
eℓ
⟩
Ω
6 τ

(
η3

n∑
ℓ=3

∥∥Rj
∥∥2
−1,(2),h

+
C̃1

η3

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2−1,(2),h

)
, (5.31)

其中，η3是后续证明中确定的常数，C̃1是由引理 2.4 确定的常数. 将(5.15)和(5.22)-(5.31)代入(5.14),

有:

∥en∥2−1,(2),h −
∥∥e2∥∥2−1,(2),h

+ 2ε2τC1

n∑
ℓ=3

∥∇he
ℓ∥2

6τ
(
η3

n∑
ℓ=3

∥∥Rj
∥∥2
−1,(2),h

+
C̃1

η3

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2−1,(2),h

)
+ C2η2

(
2
∥∥e1∥∥2−1,(2),h

+
∥∥e2∥∥2−1,(2),h

)
+ 2ατ

(
49η0

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ−1
∥∥2
−1,(2),h

+
C̃1

η0

n∑
ℓ=3

∥∥∇he
ℓ
∥∥2 + 49η0

(
3
∥∥e2∥∥2−1,(2),h

+ 2
∥∥e1∥∥2−1,(2),h

))

+ 2Aτ3

((
144η1 +

C̃1

η1

)
n∑

ℓ=3

∥∇he
ℓ∥2 + 36η1

(
3∥∇he

2∥2 + 2∥∇he
1∥2
))

+
1

η2

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2−1,(2),h

=τη3

n∑
ℓ=3

∥∥Rj
∥∥2
−1,(2),h

+

(
C̃1τ

η3
+ 49η0τ +

1

η2

)
n−1∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2−1,(2),h

+

(
C̃1τ

η3
+

1

η2

)
∥en∥2−1,(2),h +

(
2ατC̃1

η0
+ 2Aτ3

(
144η1 +

C̃1

η1

))
n∑

ℓ=3

∥∇he
ℓ∥2 + C̄1, (5.32)

其中常数C̄1满足:

C̄1 = (294ατη0 + 2C2η2)
(
3
∥∥e2∥∥2−1,(2),h

+ 2
∥∥e1∥∥2−1,(2),h

)
+ 72Aτ3η1

(
3∥∇he

2∥2 + 2∥∇he
1∥2
)
. (5.33)

合并同类项可得:(
1− C̃1τ

η3
− 1

η2

)
∥en∥2−1,(2),h + 2

(
ε2τC1 −

ατC̃1

η0
−Aτ3

(
144η1 +

C̃1

η1

))
n∑

ℓ=3

∥∇he
ℓ∥2

6
∥∥e2∥∥2−1,(2),h

+ τη3

n∑
ℓ=3

∥∥Rj
∥∥2
−1,(2),h

+

(
C̃1τ

η3
+ 49η0τ +

1

η2

)
n−1∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2−1,(2),h
+ C̄1. (5.34)

选取如下的η0, η1, η2, η3: η0 = 3αC̃1

C1ε2
, η1 =

√
C̃1

144 , η2 = 3, η3 = 3C̃1, 当τ 6
√

C1ε2

72A
√

C̃1

时, 有:

∥en∥2−1,(2),h + 2ε2τC1

n∑
ℓ=3

∥∇he
ℓ∥2 6 3

∥∥e2∥∥2−1,(2),h
+ 3τη3

n∑
ℓ=3

∥∥Rj
∥∥2
−1,(2),h

+ 3

(
C̃1τ

η3
+ 49η0τ +

1

η2

)
n−1∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2−1,(2),h
+ 3C̄1. (5.35)
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结合初始项的误差估计, 并利用Gronwall不等式可以得到收敛结果:

∥en∥−1,(2),h +

(
ε2τ

n∑
ℓ=3

∥∇he
ℓ∥2
) 1

2

6 C(τ3 + h2), (5.36)

其中C > 0是与τ, h和N无关的常数. 定理证毕.

5.2 数值解下一步的严格分离性

本小节的主要定理如下:

定理5.2. 给定初值Φ0 ∈ H7(Ω), 假设方程(1.3)-(1.4) 的解满足Φ ∈ H4(0, T ;H7(Ω)), 对于任意正整数n,

使得tn ∈ T , 当时间步长τ足够小且满足c1h 6 τ 6 c2h 时, 有下面的收敛性估计:

∥en∥2 6 C
(
τ

11
4 + h

7
4

)
, (5.37)

其中C, c1和c2是与τ, h和N无关的正常数. 并且, 存在一个不依赖于τ , h和N的δ, 使得

∥ϕn∥∞ 6 1− δ, (5.38)

证明. 由定理 5.2的证明可得:

∥en∥−1,(2),h 6 C(τ3 + h2),
n∑

ℓ=3

∥∇he
ℓ∥22 6 C(τ6 + h4). (5.39)

因为τ > c1h,

∥∇he
n∥2 6 C(τ

5
2 + h

3
2 ). (5.40)

根据离散的插值不等式可得:

∥en∥ 6 ∥en∥
1
2

−1,(2),h ∥∇he
n∥

1
2
2 6 C(τ

3
2 + h1)(τ

5
4 + h

3
4 ) 6 C(τ

11
4 + h

7
4 ). (5.41)

又因为τ 6 c2h, 且h < 1, 由逆不等式:

∥en∥∞ 6 Ch−
3
2 ∥en∥2 6 Ch−

3
2 (τ

11
4 + h

7
4 ) 6 C(τ

5
4 + h

1
4 ) 6 Ch

1
4 . (5.42)

所以当h→ 0时, ∥en∥∞ → 0. 取h足够小, 使得∥en∥∞ 6 δ，则

∥ϕn∥∞ 6 ∥Φn − ϕn∥∞ + ∥Φn∥∞ = ∥en∥∞ + ∥Φn∥∞ 6 1− δ. (5.43)

定理证毕.

注5.1. 类似于定理 5.2的证明, 在四阶格式下, 我们可以得到

∥en∥−1,(4),h +

(
ε2τ

n∑
ℓ=3

∥∇he
ℓ∥22

) 1
2

6 C(τ3 + h4). (5.44)

参照本小节的定理, 由于更高阶的误差估计, 我们仍然可以得到在τ足够小时, 数值解的严格分离性以

及误差的一个粗估计:

∥en∥2 6 C
(
τ

11
4 + h

15
4

)
. (5.45)

注5.2. 注意到, 网比条件c1h 6 τ 6 c2h中的c1h 6 τ可以通过使用高阶渐进展开的方法 [12, 54, 55]去

掉, 具体的进展见 [48].
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5.3 误差细估

定理5.3. 给定初值Φ0 ∈ H7(Ω), 假设方程(1.3)-(1.4) 的解满足Φ ∈ H4(0, T ;H7(Ω)), 对于任意正整数n,

使得tn ∈ T , 当时间和空间步长τ 和h满足c1h 6 τ 6 c2h, 且τ充分小时, 数值解有下面的收敛性估计:

∥en∥2 +

(
ε2τ

n∑
ℓ=3

∥∆he
ℓ∥2
) 1

2

6 C(τ3 + h2), (5.46)

其中C, c1和c2是与τ, h和N无关的正常数.

证明. 将等式(5.10)和2eℓ做离散内积, 再两边同时对ℓ从3到n求和, 得到

2
n∑

ℓ=3

⟨
eℓ − eℓ−1, eℓ

⟩
Ω
= −2

n∑
ℓ=3

⟨
e
(ℓ)
I , eℓ

⟩
Ω
+ 2τ

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−jJ j , eℓ

⟩
Ω
+ 2τ

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−jR

j , eℓ
⟩
Ω
. (5.47)

右边第二项:

2τ
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−jJ j , eℓ

⟩
Ω
= 2τ(J1 + J2 + J3 + J4 + J5), (5.48)

其中,

J1 =

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆h(ln(1 + Φj)− ln(1 + ϕj)), eℓ

⟩
Ω
, (5.49)

J2 = −
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆h(ln(1− Φj)− ln(1− ϕj)), eℓ

⟩
Ω
, (5.50)

J3 = −α
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆h

(
3ej−1 − 3ej−2 + ej−3

)
, eℓ
⟩
Ω
, (5.51)

J4 = −ε2
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆

2
he

j , eℓ
⟩
Ω
, (5.52)

J5 = −Aτ3
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆

2
hD3e

j , eℓ
⟩
Ω
. (5.53)

对于J1, 函数f = ln(1 + Φn)− ln(1 + ϕn) = 1
1+ξ

(
Φj − ϕj

)
在[−1 + δ, 1− δ]上成立, 且ξ ∈ [−1 + δ, 1− δ],

由引理 2.4, 则:

J1 =

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j

(
1

1 + ξ

(
Φj − ϕj

))
,∆he

ℓ

⟩
Ω

6
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

θℓ−j

∥∥∥∥ 1

1 + ξ

∥∥∥∥
∞

∥∥ej∥∥
2

∥∥∆he
ℓ
∥∥
2

6 η4

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2
2
+
C̃1

η4

n∑
ℓ=3

∥∥∆he
ℓ
∥∥2
2
. (5.54)

这里及接下来的常数ηi(i = 4, . . . , 9)将在后面的证明中确定. 同理可得:

J2 6 η5

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2
2
+
C̃1

η5

n∑
ℓ=3

∥∥∆he
ℓ
∥∥2
2
. (5.55)
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对于J3, 结合引理 2.4:

J3 6α
(
η6

n∑
ℓ=3

∥∥(3ej−1 − 3ej−2 + ej−3
)∥∥2

2
+
C̃1

η6

n∑
ℓ=3

∥∥∆he
ℓ
∥∥2
2

)

6α
(
49η6

n−1∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2
2
+
C̃1

η6
∥∆he

n∥22 + 49η6

(
3
∥∥e2∥∥2

2
+ 2

∥∥e1∥∥2
2

))
. (5.56)

对于J4, 同理利用引理 2.3 有:

J4 = −ε2
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆

2
he

j , eℓ
⟩
Ω
= ε2

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆he

j ,∆he
ℓ
⟩
Ω
6 ε2C1

(
n∑

ℓ=3

∥∥∆he
ℓ
∥∥2
2

)
. (5.57)

对于J5, 类似上面的分析, 并运用引理 2.4, 有

J5 = −Aτ2
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−j∆h

(
11

6
ej − 3ej−1 +

3

2
ej−2 − 1

3
ej−3

)
,∆he

ℓ

⟩
Ω

6 Aτ2

(
η7

n∑
ℓ=3

∥∥τ∆hD3e
ℓ
∥∥2
2
+
C̃1

η7

n∑
ℓ=3

∥∥∆he
ℓ
∥∥2
2

)

6 Aτ2

((
η7 +

C̃1

η7

)
n∑

ℓ=3

∥∥∆he
ℓ
∥∥2
2
+ C3η7

(
3
∥∥∆he

2
∥∥2
2
+ 2

∥∥∆he
1
∥∥2
2

))
. (5.58)

对于误差项e(ℓ)I , 我们有:

−2
n∑

ℓ=3

⟨
e
(ℓ)
I , eℓ

⟩
Ω
6 η8

n∑
ℓ=3

∥∥∥∥∥∥
2∑

k=1

▽τe
k

ℓ∑
j=3

θℓ−jbj−k

∥∥∥∥∥∥
2

2

+
1

η8

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2
2

6 C2η8

(∥∥▽τe
1
∥∥2
2
+
∥∥▽τe

2
∥∥2
2

)
+

1

η8

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2
2

6 C2η8

(∥∥e1∥∥2
2
+ 2

∥∥e2∥∥2
2

)
+

1

η8

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2
2
. (5.59)

对于截断误差项Rj , 结合引理 2.4:

2τ
n∑

ℓ=3

ℓ∑
j=3

⟨
θℓ−jR

j , eℓ
⟩
Ω
6 2τ

n∑
ℓ=3

ℓ∑
j=3

θℓ−j

∥∥Rj
∥∥
2

∥∥eℓ∥∥
2
6 τ

(
η9

n∑
ℓ=3

∥∥Rj
∥∥2
2
+
C̃1

η9

n∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2
2

)
. (5.60)

将(5.54)-(5.60)代入(5.47), 并利用极化恒等式, 我们有:(
2ατ

C̃1

η6
+ 2Aτ3

(
η7 +

C̃1

η7

)
+ 2τC̃1

(
1

η4
+

1

η5

)) n∑
ℓ=3

∥∆he
ℓ∥2

+ τη9

n∑
ℓ=3

∥∥Rj
∥∥2
2
+

(
C̃1τ

η9
+ 98ατη6 +

1

η8
+ 2τ (η4 + η5)

)
n−1∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2
2

+

(
C̃1τ

η9
+

1

η8
+ 2τ (η4 + η5)

)
∥en∥22 + C̄2 > ∥en∥22 −

∥∥e2∥∥2
2
+ ε2τC1

n∑
ℓ=3

∥∥∆he
ℓ
∥∥2
2
, (5.61)
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其中常数C̄2满足C̄2 = (98ταη6 + C2η8)
(
3
∥∥e2∥∥2

2
+ 2

∥∥e1∥∥2
2

)
+ 2Aτ3C3η7τ

(
3
∥∥∆he

1
∥∥2
2
+ 2

∥∥∆he
2
∥∥2
2

)
. 合

并同类项可得:(
1− C̃1τ

η9
− 1

η8
− 2τ (η4 + η5)

)
∥en∥22

+

(
ε2τC1 − 2ατ

C̃1

η6
− 2Aτ3

(
η7 +

C̃1

η7

)
− 2τC̃1

(
1

η4
+

1

η5

)) n∑
ℓ=3

∥∥∆he
ℓ
∥∥2
2

6
∥∥e2∥∥2

2
+ τη9

n∑
ℓ=3

∥∥Rj
∥∥2
2
+

(
C̃1τ

η9
+ 98ατη6 +

1

η8
+ 2τ (η4 + η5)

)
n−1∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2
2
+ C̄2. (5.62)

选取如下的η4, . . . , η9: η4 = η5 = 16C̃1

C1ε2
, η6 = 8αC̃1

C1ε2
, η7 =

√
C̃1, η8 = 2, η9 = 1

64ε
2C̃1. 当τ满足τ 6

min

(√
ε2C1

8A
√

C̃1

, C1ε
2

256C̃1

)
时,

∥en∥22 + ε2τC1

n∑
ℓ=3

∥∥∆he
ℓ
∥∥2
2
64
∥∥e2∥∥2

2
+ 4τη9

n∑
ℓ=3

∥∥Rj
∥∥2
2
+ 4C̄2

+ 4

(
C̃1τ

η9
+ 98ατη6 +

1

η8
+ 2τ (η4 + η5)

)
n−1∑
ℓ=3

∥∥eℓ∥∥2
2
. (5.63)

结合初始项的误差估计, 并利用Gronwall不等式可以得到收敛结果:

∥en∥2 +

(
ε2τ

n∑
ℓ=3

∥∥∆he
ℓ
∥∥2
2

) 1
2

6 C(τ3 + h2), (5.64)

其中C > 0是与τ, h和N无关的常数. 定理证毕.

注5.3. 仿照上面的证明方法,对于四阶格式,我们也可以得到相应的结论.感兴趣的读者可以参见 [48].

定理5.4. 给定初值Φ0 ∈ H7(Ω), 假设方程(1.3)-(1.4) 的解满足Φ ∈ H4(0, T ;H7(Ω)), 对于任意正整数n,

使得tn ∈ T , 当时间和空间步长τ和h 满足c1h 6 τ 6 c2h, 且τ充分小时, 对于四阶格式, 数值解有下面

的收敛性估计:

∥en∥2 +

(
ε2τ

n∑
ℓ=3

∥∆h,(4)e
ℓ∥2
) 1

2

6 C(τ3 + h4), (5.65)

其中C, c1和c2是与τ, h和N无关的正常数.

6 数值算例

6.1 收敛阶测试

本节我们展示上述提及的三阶精度的BDF格式的数值算例. 我们取计算区间是Ω = (0, 1)2, 设置

精确的相位变量为

ϕ(x, y, t) =
1

2π
sin(2πx) cos(2πy) cos(t). (6.1)
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表 1: 空间二阶时间三阶格式测试时间收敛阶结果.

时间网格数 ℓ2时间收敛阶 ∥en∥2 ℓ∞时间收敛阶 ∥en∥∞
4 1.968× 10−1 1.968× 10−1

9 2.941 1.812× 10−2 2.941 1.812× 10−2

16 3.018 3.193× 10−3 3.018 3.192× 10−3

25 3.002 8.361× 10−4 3.002 8.361× 10−4

36 3.001 2.799× 10−4 3.001 2.800× 10−4

49 3.000 1.110× 10−4 3.000 1.111× 10−4

64 3.000 4.982× 10−5 3.000 4.981× 10−5

表 2: 空间二阶时间三阶格式测试空间收敛阶结果.

空间网格数 ℓ2空间收敛阶 ∥en∥2 ℓ∞空间收敛阶 ∥en∥∞
8 1.119× 10−1 1.120× 10−1

16 2.157 2.678× 10−2 2.159 2.677× 10−2

32 2.016 6.600× 10−3 2.016 6.620× 10−3

64 2.004 1.700× 10−3 2.004 1.650× 10−3

128 2.001 4.122× 10−4 2.001 4.122× 10−4

256 2.000 1.030× 10−4 2.003 1.030× 10−4

512 2.000 2.576× 10−5 2.000 2.576× 10−5

为了使ϕ满足原始的PDE(1.3)-(1.4),我们增加一个时间依赖的修正项.接着,用上述提出的三阶BDF格

式求解(2.46)-(2.47). 时间网格取为NT , 为了证明时间方向的精确性, 我们取与时间网格数相关的空间

网格N , 并设置最终时间T = 1, 扩散界面系数ε = 0.5, 参数α = 3, 正则化参数A = 1. 因为预期的数值

精确度e = C(τ3 + h2)满足ln |e| = ln(CT 3)− k lnNT , 因此下面我们画图都以lnNT 和ln |e|为横坐标和
纵坐标来表现时间方向的收敛阶.

6.1.1 空间二阶精度

对于空间网格二阶精度格式, 我们取时间方向步长为τ = 1
(k+1)2 , 空间网格数为h = 1

(k+1)3 , k =

1, . . . , 7. 表 1中的左子图是验证时间精度的结果. 接着, 我们固定时间步长τ = 1
1000 , 空间步长取h =

1
2k+2 , k = 1, . . . , 7. 表 2是验证空间精度的结果. 从表1和表2中可以看出, 随着网格的加细, 时间方向的

收敛阶一直维持在3左右, 空间方向的收敛阶一直维持在2左右, 且在ℓ2范数和ℓ∞范数意义下测试的收

敛阶结果非常的相近.
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表 3: 空间四阶时间三阶格式测试时间收敛阶结果.

时间网格数 ℓ2时间收敛阶 ∥en∥2 ℓ∞时间收敛阶 ∥en∥∞
16 9.813× 10−3 9.821× 10−3

81 2.978 7.842× 10−5 2.977 7.859× 10−5

256 2.997 2.492× 10−6 2.997 2.498× 10−6

625 2.999 1.714× 10−7 2.999 1.718× 10−7

1296 3.000 1.922× 10−8 3.000 1.927× 10−8

2401 2.994 3.034× 10−9 2.994 3.041× 10−9

4096 2.976 6.189× 10−10 2.976 6.204× 10−10

表 4: 空间四阶时间三阶格式测试空间收敛阶结果.

空间网格数 ℓ2空间收敛阶 ∥en∥2 ℓ∞空间收敛阶 ∥en∥∞
8 8.263× 10−3 8.272× 10−3

16 3.949 5.351× 10−4 3.947 5.363× 10−4

32 3.986 3.378× 10−5 3.985 3.387× 10−5

64 3.996 2.117× 10−6 3.996 2.123× 10−6

128 3.999 1.324× 10−7 3.999 1.328× 10−7

256 3.999 8.281× 10−8 3.999 8.304× 10−8

512 3.984 5.235× 10−8 3.983 5.250× 10−8

6.1.2 空间四阶精度

对于空间网格四阶精度,我们取时间方向步长为τ = 1
(k+1)4 ,空间网格数为h = 1

(k+1)3 , k = 1, . . . , 7.

表 3是验证时间精度的结果. 接着, 我们固定时间步长τ = 1
10000 , 空间步长取h = 1

2k+2 , k = 1, . . . , 7. 表

4是验证空间精度的结果.从表3和表4中可以看出,随着网格的加细,时间方向的收敛阶一直维持在3左

右, 空间方向的收敛阶一直维持在4左右. 且在ℓ2范数和ℓ∞范数意义下测试的收敛阶结果非常的相近.

6.2 粗化过程

6.2.1 二阶四阶空间格式对比

下面取A = 10000, α = 3.4, τ = 10−4, ε = 0.01, T = 10s, 对于二阶空间网格, 相场随时间的变化

如图 1所示: 从图1中可以看出, 二阶和四阶格式的相场变化基本没有差别.

接着画出上述二阶和四阶格式相场能量的拟合图, 为了图示展示清晰, 图中的能量为原始能量加

上一个正常数, 使得能量为正, 见图 2. 其中蓝色实线代表空间二阶格式, 红色的圈代表空间四阶格式.

两者能量始终都在下降,并且在开始时刻缓慢下降,在时间t = 0.001秒时,开始迅速下降,在t = 0.01秒
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图 1: 二阶和四阶格式相场随时间的演化图. 其中前两行是二阶格式的相场演化图, 后两行是四阶格

式的相场演化图.
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图 2: 空间二阶和四阶格式下, 能量随时间的变化图. 表面扩散系数ε = 0.01, α = 3.4, 稳定化系

数A = 10000.

时, 下降速度减缓, 在t = 1秒后趋于稳定. 在一定时间范围内, 能量的下降曲线接近O(t−
1
3 )的下降速

率.

6.2.2 不同α对比

本小节我们主要考虑不同的参数α中解的最大值和最小值的变化情况, 以观察数值解是否具有严

格分离性. 其它的参数分别选取ε = 0.01, h = 1/256, 以及A = 10000. 这里选取α = 3.4, 3.6, 3.8, 4, 并

在同一个随机初值下进行模拟. 在时间方向, 我们给出一个逐渐递增的时间策略, 即在T = [0, 0.1]的范

围内使用τ = 10−5 的时间步长进行模拟, 在T = [0.1, 0.3] 的范围内使用τ = 2 ∗ 10−5的步长进行模拟,

以此类推, 每计算10000个时间步后使时间步长增大两倍, 并最终计算到T = 25.5s以及τ = 1.28 ∗ 10−3.

图 3反映了不同的α下相参数的最大最小值随时间变化的关系. 在α = 3.4 和3.6时, 数值解分别位

于-0.9342和0.9220 之间, 以及-0.9508和0.9411之间, 其严格分离性是比较好的. 但当α = 3.8和4 时, 数

值解在某些时刻会突然出现最大值的跳跃. 我们以α = 4为例子,在T = 12.22s附近数值解的最大值出

现了明显的增大, 此时对应的时间步长为τ = 6.4 ∗ 10−4. 截取这段时间的相图如图 4所示, 可以发现在

这段时间内发生了相变过程. 若将τ 缩小为10−5, 并从T = 10.9s开始对这段时间重新进行模拟, 结果

如图 5所示. 相变过程仍然产生, 但是解的最大值没有发生明显的跳跃. 并且相变过程较大步长情形

发生更早,这反映了在相场方程的数值模拟中相位延迟的现象,也与收敛性分析中需要τ足够小的结论

相吻合.

基于以上的结论, CH方程的相分离模拟在发生相变时仍然使用大步长会造成数值不稳定的现象,

尤其是当解本身就比较靠近-1和1的时候. 对这类方程, 设计高阶的变步长格式有助于解决这个难题.

这将留在以后的工作中进行分析.
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图 3: 不同的α下相参数的最大值(左图)和最小值(右图)随时间的变化关系.
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图 4: α = 4时相参数最大值在T = 11.2s附近的变化图, 步长τ = 6.4 ∗ 10−4. 图中分别给出了T = 11s,

T = 11.2s 以及T = 11.4s 三个时刻的相图. 相变在这个时间段发生, 并且相参数最大值显著增大, 相

变结束后又迅速下降回到正常值.
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图 5: α = 4时相参数最大值在T = 10.923s附近的变化图, 步长τ = 10−5. 图中分别给出了T = 10.911s,

T = 10.923s 以及T = 10.933s这三个时刻的相图. 相变在这个时间段发生, 并且相参数最大值并没有

显著增大.

7 总结

本文给出了对数位式Cahn-Hilliard方程的BDF3有限差分格式. 在空间方向, 分别引入二阶和四阶

两种差分网格,并给出了它们的存在唯一性和保正性的证明. 通过引入一个改进的正则项Aτ3∆hD3ϕ
n+1,

本文证明了格式的无条件能量稳定性. 通过DOC核方法, 以及粗估细估技巧, 本文给出了误差的收敛

性最优估计. 最后, 本文通过收敛阶测试以及粗化过程等数值例子反映了格式的数值稳定性和准确性.

致谢 王成非常感谢复旦大学非线性数学模型与方法教育部重点实验室的帮助.
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A Third Order Positivity-Preserving And Energy Stable Numer-

ical Schemes For The Cahn-Hilliard Equation With Logarithmic

Potential

Yuhuan Li & Jianyu Jing & Qianqian Liu & Cheng Wang & Wenbin Chen

Abstract In this note, we propose and analyze a finite difference BDF3 scheme of Cahn-Hilliard equation with

logarithmic Flory-Huggins potential. The second order and fourth order spatial grid are introduced in the same

time and existence, uniqueness as well as positivity-preserving property are proved for both of the two spatial

spaces. Unconditional energy stability is given via a new type of a regularization term Aτ3∆hD3ϕ
n+1. For the

convergence analysis, we use the technique of discrete orthogonal convolution (DOC) kernels to get the estimate

of the discrete L∞(0, T ;H−1(Ω))∩L2(0, T ;H1(Ω)), and furthermore obtain the strict separation property of the

numerical solution, provided with linear CFL condition c1h 6 τ 6 c2h. Then we derive the error analysis in the

space of discrete L∞(0, T ;L2(Ω))∩L2(0, T ;H2(Ω)). Finally, we demonstrate some numerical examples to indicate

the accuracy and effectiveness of our numerical scheme.

Keywords Cahn-Hilliard equation, logarithmic potential, BDF3 scheme, unconditional energy stability,

convergence analysis
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